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1. 示したい命題は以下の通り：

q (x, u) < 1,∀x ∈ R++ ⇐⇒ ∂f

∂x∂y
(x, y) > 0,∀ (x, y) ∈ R2

++.

ここで，

q (x, u) = −xu′′ (x)
u′ (x)

,

∂f

∂x∂y
(x, y) = u′ (xy) + xyu′′ (xy)

である．

(=⇒) 任意の x ∈ R++ について，u′ (x) > 0より

−xu′′ (x)
u′ (x)

< 1

u′ (x) + xu′′ (x) > 0

が成り立つので，任意の (x, y) ∈ R2
++ に対し，z = xy とすれば z ∈ R++ であるから

∂f

∂x∂y
(x, y) = u′ (z) + zu′′ (z) > 0.

(⇐=) 任意の (x, y) ∈ R2
++ について

u′ (xy) + xyu′′ (xy) > 0

が成り立つので，y = 1とすれば

u′ (x) + xu′′ (x) > 0.

よって，u′ (x) > 0より

q (x, u) = −xu′′ (x)
u′ (x)

< 1.
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2. 任意の i = 1, 2，及び x ∈ R++ について，r (x, ui)は以下のように表される：

r (x, ui) = −u′′
i (x)

u′
i (x)

.

したがって，r (x, u1) > r (x, u2)は

−u′′
1 (x)

u′
1 (x)

> −u′′
2 (x)

u′
2 (x)

,

と書き換えられるので，任意の x ∈ R++ に対し u′
1 (x) > 0かつ u′

2 (x) > 0であるから，

u′′
2 (x)u′

1 (x) − u′
2 (x)u′′

1 (x) > 0

と同値である．これにより，任意の x ∈ R++ について，比
u′

2 (x)
u′

1 (x)
の（xに関する）微分は

d

dx

(
u′

2 (x)
u′

1 (x)

)
=

u′′
2 (x)u′

1 (x) − u′
2 (x) u′′

1 (x)
(u′

1 (x))2

であるから，この値が正であることと r (x, u1) > r (x, u2)は同値である．

3. 定義により，任意の x ∈ R++ に対し，r (x, u)，r (x,−u′)及び r′ (x, u)は以下のように表

される．

r (x, u) = −u′′ (x)
u′ (x)

,

r (x,−u′) = −−u′′′ (x)
−u′′ (x)

= −u′′′ (x)
u′′ (x)

,

r′ (x, u) = −u′′′ (x)u′ (x) − (u′′ (x))2

(u′ (x))2
.

ゆえに，任意の x ∈ R++ について，r′ (x, u) < 0は

u′′′ (x) u′ (x) − (u′′ (x))2 > 0

と同値であり，さらに u′ (x) > 0かつ u′′ (x) < 0であるから，

− (u′′ (x))2 > −u′′′ (x) u′ (x)

⇐⇒ − (u′′ (x))2

u′ (x)
> −u′′′ (x)

⇐⇒ −u′′ (x)
u′ (x)

< −u′′′ (x)
u′′ (x)

.

したがって
r′ (x, u) < 0 ⇐⇒ r (x, u) < r (x,−u′)

を得る．
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（a）%が e = (1, · · · , 1)の方向に準線形であるということと，任意の x ∈ RM，α ∈ R及

びm ̸= nなるm,n ∈ Ωについて限界代替率

∂U

∂xm
(x + αe)

/
∂U

∂xn
(x + αe)

が αに依存しないことは同値である．すなわち，

d

dα

(
∂U

∂xm
(x + αe)

/
∂U

∂xn
(x + αe)

)
= 0

であること，ゆえに，

d

dα

(
∂U

∂xm
(x + αe)

/
∂U

∂xn
(x + αe)

)
=

d

dα

(
πmu′ (xm + α)
πnu′ (xn + α)

)
=

πm

πn

u′′ (xi + α)u′ (xn + α) − u′ (xi + α) u′′ (xn + α)
(u′ (xn + α))2

より，
u′′ (xi + α)u′ (xn + α) − u′ (xi + α)u′′ (xn + α) = 0

であることと同値である．

uが一定の絶対的リスク回避度を持つとき，任意の x ∈ RM，α ∈ R及び i, n ∈ Ωに

ついて

−u′′ (xi + α)
u′ (xi + α)

= −u′′ (xn + α)
u′ (xn + α)

であるので，

u′′ (xm + α)u′ (xn + α) − u′ (xm + α)u′′ (xn + α) = 0

が成り立つ．逆に，任意の x ∈ RM，α ∈ R及びm, n ∈ Ωに対し，

u′′ (xm + α)u′ (xn + α) − u′ (xm + α)u′′ (xn + α) = 0

が成り立つとすると，α = 0とすれば

−u′′ (xm)
u′ (xm)

= −u′′ (xn)
u′ (xn)

なので，x ∈ RM の任意性から，uの絶対的リスク回避度は一定．

(別解) uが絶対的リスク回避度が一定であるとき，ある (A,B) ∈ R−−×Rが存在して

u (x) = Ae−λx + B

が成り立つことを用いて，%が e = (1, · · · , 1)の方向に準線形であることを証明しても

よい．これについての証明は，問５を参照されたい．
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（b）% が homothetic であるということと，任意の x ∈ RM
++，α > 0 及び m ̸= n なる

m,n ∈ Ωについて限界代替率

∂U

∂xm
(αx)

/
∂U

∂xn
(αx)

が αに依存しないことと同値である．すなわち，

d

dα

(
∂U

∂xm
(αx)

/
∂U

∂xn
(αx)

)
= 0

であること，ゆえに，

d

dα

(
∂U

∂xm
(αx)

/
∂U

∂xn
(αx)

)
=

d

dα

(
πmu′ (αxm)
πnu′ (αxn)

)
=

πm

πn

xmu′′ (αxm)u′ (αxn) − u′ (αxm)xnu′′ (αxn)
(u′ (αxn))2

より，
xmu′′ (αxm) u′ (αxn) − xnu′ (αxm) u′′ (αxn) = 0

であることと同値である．

uが一定の相対的リスク回避度を持つとき，任意の x ∈ RM，α ∈ R及びm,n ∈ Ωに

ついて

−αxmu′′ (αxm)
u′ (αxm)

= −αxnu′′ (αxn)
u′ (αxn)

であるので，
xmu′′ (αxm) u′ (αxn) − xnu′ (αxm) u′′ (αxn) = 0

が成り立つ．逆に，任意の x ∈ RM，α ∈ R及びm, n ∈ Ωに対し，

xmu′′ (αxm) u′ (αxn) − xnu′ (αxm) u′′ (αxn) = 0

が成り立つとすると，α = 1とすれば

−xmu′′ (xm)
u′ (xm)

= −xnu′′ (xn)
u′ (xn)

なので，x ∈ RM の任意性から，uの相対的リスク回避度は一定．

(別解) uが相対的リスク回避度が一定であるとき，ある (A′, B′) ∈ R × Rが存在して

u (x) = Ax1−γ + B

が成り立つことを用いて，%が homotheticであることを証明してもよい．実際，相対

的リスク回避度を γ とすると，任意の x ∈ R++ について

−xu′′ (x)
u′ (x)

= γ
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なので，

u′′ (x)
u′ (x)

= −γ

x

d

dx
log (u′ (x)) = −γ

x
log (u′ (x)) = −γ log x + C ′

u′ (x) = eC′
x−γ

u (x) =
eC′

1 − γ
x1−γ + B′

より（ただし，B′, C ′ は積分定数），A′ =
eC′

1 − γ
とすることにより得られる．

4. uは２回連続微分可能であるとし，任意の x ∈ Rについて u′ (x) > 0かつ u′′ (x) < 0であ

るとする．

ある (a, b) ∈ R2
++ 及び狭義の単調増加関数が存在して，任意の (x, y) ∈ R2 に対し，

U (x, y) = ϕ
(
ax − by2

)
が成り立つことを示す．

一定の絶対的リスク回避度 λを持つとき，uはある (A,B) ∈ R−− × Rが存在して以下の

ように表される：
u (x) = Ae−λx + B.

これは，

−u′′ (x)
u′ (x)

= λ > 0

により，

d

dx
log (u′ (x)) = −λ

log (u′ (x)) = −λx + C

u′ (x) = e−λx+C

u (x) = − 1
λ

e−λx+C + B

より（ただし，B, C は積分定数），A = − 1
λ

eC（< 0）とすることにより得られる．
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ゆえに，

U (x, y) =
∫ ∞

−∞

(
Ae−λ(x+yz) + B

)
· 1√

2π
e−

z2
2 dz

=
1√
2π

Ae−λx

∫ ∞

−∞
e−λyz− z2

2 dz + B

=
1√
2π

Ae−λx

∫ ∞

−∞
e

λ2
2 y2 · e− (z+λy)

2 dz + B

= Ae−λx+ λ2
2 y2

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
(z+λy)

2 dz + B.

ここで，式中の被積分関数は平均 −λy，分散 1の正規分布の密度関数なので，∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
(z+λy)

2 dz = 1.

したがって，

U (x, y) = Ae−λx+ λ2
2 y2

+ B.

以上から，狭義の単調増加関数 ϕ : R → Rを

ϕ (w) = Ae−λw + B

と定義すると，(a, b) =
(
1, λ

2

) ∈ R2
++ について

U (x, y) = ϕ (ax − by)

が成り立つ．
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