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1.（a）示したい命題は以下の通り： If Y is convex,

0 ∈ Y ⇐⇒ αȳ ∈ Y,∀ȳ ∈ Y,∀α ∈ [0, 1] .

(⇐=) 任意に ȳ ∈ Y をとり α = 0とすれば，non-increasing return to scaleにより

0 = 0 · ȳ ∈ Y

が成り立つ．

(=⇒) ȳ ∈ Y を任意にとる．このとき，0 ∈ Y 及び convexityにより，任意の α ∈ [0, 1]

について
αȳ = αȳ + (1 − α) · 0 ∈ Y

が成り立つ．

（b）示したい命題は以下の通り：

αȳ + α′ȳ′ ∈ Y,∀ȳ, ȳ′ ∈ Y,∀α, α′ ≥ 0

⇐⇒
{

ȳ + ȳ′ ∈ Y,∀ȳ, ȳ′ ∈ Y ;
αȳ ∈ Y,∀ȳ′ ∈ Y,∀α ∈ [0, 1] .

(=⇒) 任意に ȳ, ȳ′ ∈ Y にとると，Y が convex coneであることから，α = α′ = 1と

すれば ȳ + ȳ′ ∈ Y が成り立つ．また，任意の ȳ ∈ Y，α ∈ [0, 1]に対し α′ = 0とすれ

ば，αȳ = αȳ + 0 · ȳ ∈ Y が成り立つ．

(⇐=) 任意の α ≥ 0 に対し ⌈α⌉ を α 以下の最大の整数と定義する．ȳ, ȳ′ ∈ Y，

α, α′ ≥ 0を任意にとる．このとき，⌈α⌉ > 0なら additivityにより，また ⌈α⌉ = 0な

ら non-increasing return to scaleにより，

⌈α⌉ ȳ ∈ Y

が成り立つ．同様にして，⌈α′⌉ ȳ′ ∈ Y．さらに，α− ⌈α⌉ , α′ − ⌈α′⌉ ∈ [0, 1) ⊂ [0, 1]で

あるので，non-increasing return to scaleにより，

(α − ⌈α⌉) ȳ, (α′ − ⌈α′⌉) ȳ′ ∈ Y
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が成り立つ．したがって，additivityにより

αȳ = ⌈α⌉ ȳ + (α − ⌈α⌉) ȳ ∈ Y,
α′ȳ′ = ⌈α′⌉ ȳ′ + (α′ − ⌈α′⌉) ȳ′ ∈ Y.

なので，
αȳ + α′ȳ′ ∈ Y.

2. 以下のような生産可能集合 Y ⊆ R2 を考える．

Y :=
{
(ȳ1, ȳ2) ∈ R2; ȳ1 ≤ 0, ȳ2 ≤ −ȳ1, ȳ2 ̸= 0

} ∪ {(0, 0)} .

まず，Y が non-increasing return to scaleであることを示す．任意に ȳ ∈ Y，α ∈ [0, 1]を

とると，ȳ = 0ならば αȳ = 0 ∈ Y であり，また ȳ ̸= 0ならば αȳ1 ≤ 0，αȳ2 ≤ −αȳ1，及

び αȳ2 ̸= 0より，αȳ ∈ Y．

しかしながら，(−1, 1) , (−1,−1) ∈ Y について，

1
2

(−1, 1) +
1
2

(−1,−1) = (−1, 0) /∈ Y

なので，Y は convexでない．

さらにもう一つ，以下のような生産可能集合 Y ′ ⊆ R3 を考える．

Y ′ :=
{
(ȳ1, ȳ2, ȳ3) ∈ R3; ȳ1 ≤ 0, ȳ2 ≤ 0, ȳ3 ≤ max {−ȳ1,−ȳ2}

}
.

まず，Y ′ が non-increasing return to scaleであることを示す．任意に ȳ′ ∈ Y ′，α′ ∈ [0, 1]

をとると，ȳ′
1 ≤ 0，ȳ′

2 ≤ 0，及び ȳ′
3 ≤ max {−ȳ′

1,−ȳ′
2}なので，α′ȳ′

1 ≤ 0，α′ȳ′
2 ≤ 0，さら

には
α′ȳ′

3 ≤ α′ max {−ȳ′
1,−ȳ′

2} = max {−α′ȳ′
1,−α′ȳ′

2}

が成り立ち，α′ȳ′ ∈ Y ′．

しかしながら，(−1, 0, 1) , (0,−1, 1) ∈ Y ′ について，

1
2

(−1, 0, 1) +
1
2

(0,−1, 1) =
(
−1

2
,−1

2
, 1

)
/∈ Y ′

なので，Y ′ は convexでない．

3.（a）ȳ ∈ Y，α ∈ [0, 1]を任意にとる．すると，f (0) = 0かつ f は concave functionなの

で，αȳ1 ≤ 0，なおかつ

f (−αȳ1) = f (α (−ȳ1) + (1 − α) · 0)

≥ αf (−ȳ1) + (1 − α) f (0)

= αf (−ȳ1)
≥ αȳ2

により，αȳ ∈ Y が成り立つ．したがって，Y は non-increasing return to scale．
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（b）次のような f から導かれる Y を考える：

f (x) =


x if 0 ≤ x < 1;
1 if 1 ≤ x < 2;
1
2
x if 2 ≤ x.

.

初めに Y が non-increasing return to scaleであることを示す．ȳ ∈ Y，α ∈ [0, 1]を任

意にとる．

(i) 0 ≤ −ȳ1 < 1のとき，
ȳ2 ≤ f (−ȳ1) = −ȳ1

が成り立つ．0 ≤ −αȳ1 < 1なので，

f (−αȳ1) = −αȳ1

≥ αȳ2

が成り立つから，αȳ ∈ Y．

(ii) 1 ≤ −ȳ1 < 2のとき，
ȳ2 ≤ f (−ȳ1) = 1 ≤ −ȳ1

が成り立つ．0 ≤ −αȳ1 < 1ならば，

f (−αȳ1) = −αȳ1

≥ αȳ2,

また 1 ≤ −αȳ1 < 2ならば，

f (−αȳ1) = 1
≥ αȳ2

が成り立つから，αȳ ∈ Y．

(iii) 2 ≤ −ȳ1 のとき，

ȳ2 ≤ f (−ȳ1) = −1
2
ȳ1 ≤ ȳ1

が成り立つ．0 ≤ −αȳ1 < 1ならば，

f (−αȳ1) = −αȳ1

≥ αȳ2,

1 ≤ −αȳ1 < 2ならば，

f (−αȳ1) = 1

> −1
2
αȳ1

≥ αȳ2,
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2 ≤ −αȳ1 ならば，

f (−αȳ1) = −1
2
αȳ1

≥ αȳ2

が成り立つから，αȳ ∈ Y．

しかしながら，f (1) = 1, f (4) = 2であるが，

f

(
1
2
· 1 +

1
2
· 4

)
= f

(
5
2

)
=

5
4

<
3
2

=
1
2
· f (1) +

1
2
· f (4)

であるので，f は concave functionではない．

4. w ∈ RL−1，q ∈ R，α ≥ 0を任意にとる．ẑ ∈ z (w,αq)について，f の１次同次性から

f (ẑ) ≥ αq,

1
α

f (ẑ) ≥ q,

f

(
1
α

ẑ

)
≥ q,

が成り立つ．また，f (z̄) ≥ q なる任意の z̄ ∈ RL−1
+ に対し，

f (αz̄) = αf (z̄) ≥ αq

なので，
w · (αz̄) ≥ w · ẑ

ゆえに

w · z̄ ≥ w ·
(

1
α

ẑ

)
.

したがって，
1
α

ẑ ∈ z (w, q)が成り立つので，

ẑ = α ·
(

1
α

ẑ

)
∈ αz (w, q)

を得る．よって z (w, αq) ⊆ αz (w, q)．

一方，z (w,αq) ⊇ αz (w, q)については，上の結果において αを
1
α
に，q を αq に置き換え

ることにより成り立つ．

以上より，
z (w, αq) = αz (w, q)

が成り立つので，z は q に関する同次関数であり，その次数は 1である．
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さらに，任意の w ∈ RL−1，q ∈ R，α ≥ 0について，ẑ ∈ z (w, αq)，ẑ′ ∈ z (w, q)とすると

c (w,αq) = w · ẑ
= w · (αẑ′)

= α (w · ẑ′)
= αc (w, q)

が成り立つことから，cは q に関する同次関数であり，その次数は 1である．
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