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1. まず continuityを用いて以下を示す．

∀x, y ∈ X = RL
+;

[
y − x ∈ RL

+ =⇒ y % x
]
.

これに対し，任意の n ∈ N について xn = x, yn = y + 1
ne となる２つのベクトル列

(xn)n∈N , (yn)n∈N を考える．ここで，e ∈ RL
++ は単位ベクトル（つまり el = 1,∀l =

1, · · · , L）とする．すると，任意の n ∈ Nについて yn −xn ∈ RL
++ によりmonotonicityか

ら yn ≻ xn なので，yn % xn を得る．yn → y なので，continuityから y % xが成り立つ．

次に y − x ∈ RL
+ \ {0} を満たす x, y ∈ X = RL

+ を任意にとる．上の議論から以下が成り

立つ． {
x % x;
x + 2 (y − x) % x.

これと strict convexityにより，

y =
1
2
x +

1
2

(x + 2 (y − x)) ≻ x

が成り立つ．

2. u (x) ≥ u (z) , u (y) ≥ u (z)を満たす x, y, z ∈ R2
+ を任意にとる．

(i) 0 < α < 1のときには convexityを決して満たさないことを示す．

x = z = (2, 0) , y = (0, 2)とする．このとき，u (x) = −2α = u (y)が成り立っている

ことに注意．すると，xと y の凸結合の１つである w := x+y
2 = (1, 1)について，

u (w) = −1 − 1 = −2 < −2α

となり，convexityは満たされない．

(ii) α ≥ 1のときに convexityを満たすことを示す．

u (x) ≥ u (z) , u (y) ≥ u (z) を満たす x, y, z ∈ R2
+ を任意にとる．任意の t ∈ [0, 1] に
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ついて

u (tx + (1 − t) y) = − (tx1 + (1 − t) y1)
α − (tx2 + (1 − t) y2)

α

≥ −txα
1 − (1 − t) yα

1 − txα
2 − (1 − t) yα

2

= tu (x) + (1 − t) u (y)

≥ tu (z) + (1 − t)u (z) = u (z)

が成り立つ*1ので，convexityは満たされる．

以上より，α ≥ 1のときに uが表す R2
+ 上の選好関係は convexityを満たす．

3. X = RL
+ とし，p ∈ RL

++ を価格ベクトル，w ∈ R+ を富水準とおく．

（a）辞書的順序とは，以下のように定められる順序 %のことを指す．

∀x, y ∈ X = RL
+;

x % y
def⇐⇒ ∃l′ ≥ 2 s.t.

{
xk = yk, k = 1, · · · , l′ − 1;

xl′ > yl′ ;
; or

∀l = 2, · · · , L;xl = yl.

このとき，p · z ≤ wを満たす任意の z ∈ RL
+ について，

(
w
p1

, 0, · · · , 0
)

% z となること

を示す．辞書的順序は completeであるので，仮に p · z′ ≤ w かつ z′ ≻
(

w
p1

, 0, · · · , 0
)

なる z′ ∈ RL
+ が存在するとすると，

z′1 > w
p1

; or
∃l′ ≥ 2 s.t. z′1 = w

p1
, xk = 0,∀k = 2, · · · , l′ − 1 andxl′ > 0.

どちらにせよ，p · z′ > wが成り立つので，矛盾．ゆえに，Walrasian demand function

x (p, w)は，

x (p, w) =
(

w

p1
, 0, · · · , 0

)
である．

（b）以下のように定義される選好関係 %を考える．

∀x, y ∈ X = RL
+;x % y

def⇐⇒ x1 ≥ y1.

この選好を表す効用関数の一つとして，u (x1) = x1 を用いる．すると，Walrasian

demand fuction x (p, w)は以下の最大化問題の解である．

max
x∈RL

+

u (x) = x1

s.t. p · x ≤ w.

したがって x (p, w) =
(

w
p1

, 0, · · · , 0
)
であり，(a)で求めたものと一致する．

*1 f (x) = xα が凸関数であることを用いよ．
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最後にこの選好関係 %が completeness，transitivity，continuity，convexity，mono-

tonicityのすべてを満たすことを示す．

(completeness,transitivity,continuity) uが continuousであるから従う．

(convexity)uが linear，したがって concaveであることから従う．

(monotonicity) y − x ∈ RL
++ なる x, y ∈ X = RL

+ を任意にとる．このとき，y1 > x1

なので，y1 ≥ x1 であるが y1 ≤ x1 ではない．ゆえに y % xであるが x % y ではない

ので，y ≻ x．

4. 問題の仮定より，

u (x) = xα
1 +

(
xβ

2 + xβ
3

2

)α
β

と表せる．

（a）計算結果のみ示す．

∇u (x) =

αxα−1
1 ,

α

2
xβ−1

2

(
xβ

2 + xβ
3

2

)α
β −1

,
α

2
xβ−1

3

(
xβ

2 + xβ
3

2

)α
β −1

．
（b）u (x) = u (y)なる x, y ∈ R3

+ を任意にとる．任意の t ≥ 0に対して，

u (tx) = (tx1)
α +

(
(tx2)

β + (tx3)
β

2

)α
β

= tαxα
1 +

 tβ
(
xβ

2 + xβ
3

)
2


α
β

= tα

xα
1 +

(
xβ

2 + xβ
3

2

)α
β


= tαu (x)．

同様にして
u (ty) = tαu (y)

である．したがって u (tx) = u (ty)より，homotheticityが満たされる．

5. ∇u (x) =
(
x−α

1 , x−2α
2

)
であるので，需要関数 x (p, w) は最大化問題の１階条件により

x1 (p , w) , x2 (p, w) > 0かつ
(x1 (p, w))−α

(x2 (p, w))−2α =
p1

p2
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を満たし*2，

x1 (p, w) =
(

p2

p1

) 1
α

(x2 (p, w))2 (1)

となる．さらに budget constraintは bindするので，

p1x1 (p, w) + p2x2 (p, w) = w． (2)

(1),(2)の両辺を wで偏微分すると，

∂x1 (p, w)
∂w

= 2
(

p2

p1

) 1
α

x2 (p, w)
∂x2 (p, w)

∂w
, (3)

p1
∂x1 (p, w)

∂w
+ p2

∂x2 (p, w)
∂w

= 1 (4)

が成り立つ．(3)により，

w

x1 (p, w)
∂x1 (p, w)

∂w
= 2

(
p2

p1

) 1
α

x2 (p, w)
w

x1 (p, w)
∂x2 (p, w)

∂w

= 2
(

p2

p1

) 1
α (x2 (p, w))2

x1 (p, w)
w

x2 (p, w)
∂x2 (p, w)

∂w
，

(1)を用いると
w

x1 (p, w)
∂x1 (p, w)

∂w
= 2

w

x2 (p, w)
∂x2 (p, w)

∂w
(5)

が示される．

ここで第１財及び第２財の需要の所得弾力性を e1 (p, w) , e2 (p, w)とすると，

e1 (p, w) = 2e2 (p, w) (6)

となり，e1, e2 は同符号であることが分かる．さらに，(4)により

p1
x1 (p , w)

w
e1 (p, w) + p2

x2 (p , w)
w

e2 (p, w) = 1

が成り立ち，これは p1
x1(p ,w)

w + p2
x2(p ,w)

w = 1 から e1 (p, w) , e2 (p, w) をそれぞれ

p1
x1(p ,w)

w ，p2
x2(p ,w)

w で重みづけた加重平均が 1 ということを意味する式である解釈でき

*2 Lagrange乗数 λを用いて最大化問題の１階条件を表すと，

x−α
1 − λp1 = 0

x−2α
2 − λp2 = 0

λ > 0

である．

4



る．この式と (6)により e1 (p, w) > 0，e2 (p, w) > 0，したがって e1 (p, w) > e2 (p, w)が

分かる*3ので，p1
x1(p ,w)

w > 0，p2
x2(p ,w)

w > 0により，

e1 (p, w) > 1 > e2 (p, w)

が成り立つ．

(別解) (2)に (1)を与えて整理することで２次方程式

p
1− 1

α
1 p

1
α
2 x2

2 + p2x2 − w = 0

が成り立つ．x2 (p, w) ∈ R+ であることに注意してこれを解くと，

x2(p, w) =
−p2 +

√
p2
2 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α
2 w

2p
1− 1

α
1 p

1
α
2

=
−1 +

√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

2p
1− 1

α
1 p

1
α−1
2

，

また (1)により

x1(p, w) =
(

p2

p1

) 1
α

−1 +
√

1 + 4p
1− 1

α
1 p

1
α−2
2 w

2p
1− 1

α
1 p

1
α−1
2

2

=
1 − 2

√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w +

(
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

)
4p

2− 1
α

1 p
1
α−2
2

=
1 + 2p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w −

√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

2p
2− 1

α
1 p

1
α−2
2

である．

したがって第１財の需要の所得弾力性について，

w

x1 (p, w)
∂x1 (p, w)

∂w

=
κ1

κ1 +
√

1 + 4p
1− 1

α
1 p

1
α−2
2 w −

(
1 + 2p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

)
=

κ1

κ1 − 1
2

(√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w − 1

)2 > 1

*3 e1 (p, w) , e2 (p, w)がともに負ならば，(6)によれば e1 (p, w) < e2 (p, w)が成り立ってしまうことに注意．
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が成り立ち（ただし κ1 = 2p1− 1
α

1 p
1
α−2
2

(√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w − 1

)
），さらに第２財の需要

の所得弾力性について，

w

x2 (p, w)
∂x2 (p, w)

∂w

=
κ2

κ2 +
(
1 + 2p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

)
−

√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w

=
κ2

κ2 + 1
2

(√
1 + 4p

1− 1
α

1 p
1
α−2
2 w − 1

)2 < 1

が成り立つ（ただし κ2 = 2p
1− 1

α
1 p

1
α−2
2 w）．
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